Ile masy z belki o ciaglym rozkladzie odpowiada belce

z masa skupiona ?

1) Dane:

h = 30cm

b =15cm

L=11m

M

E = 30GPa
k

o = 2000~
m3

Schemat statyczny belki:

3
[-—— -33750.cm”
12

b-h

k
w=phb=90-2
m

Zagadnienie wiasne

p(x,t)=0

X oX

q(x,t) =w(x)- sinwt

=-w"-W(X)- sinwt

2
a9 2
5t2

2 2 2
S_Z(EI(x)-—S q();’t)}+u(x).—5 9(x.H

2 2
d—z(EI(x)-M] — W () -w(x) =0

wysokos¢ przekroju belki zelbetowej
szerokos$¢ przekroju belki zelbetowej
dtugos¢ belki

modut Younga

gestos$¢ materiatu

moment bezwtadnosci

masa roztozona na metr biezacy belki



W(X) =A1-Wi(x) + Ax-wrr(X) + Az-wyrr(X) + Ag-wiy(X)

Wi, Wi, Wrrr, Wiy -catki szczegdlne réwnan liniowo-wzajemnie
zaleznych

A.B,C.D -state
catkowania

4
d w(x
e W) 2wy =0
dx4

Warunki brzegowe:

1) w(0) =0
2)M(0)=0 => w"(0)=0
3)w(L) =0

4)M(L)=0 => w"(0)=0
Rozwigzanie ogdlne preta o cigglym rozktadzie masy:
w(X) =A-sin(a-x) + B-cos(a-x) + C-sinh(a-x) + D-cosh(a-x)

2
gdzie: ot = i
E-I

Pierwsza, druga pochodna rozwigzania ogolnego:

w'(X) =a-A-cos(a-x) —a-B-sin(a-x) + a-C-cosh(a-X) + a-D-sinh(a-x)

w' (x) :—az-A-sin(a-x) —a2~B~cos(a~x) + a2~C-sinh(a-x) + az-D-cosh(a-x)



Z warunkéw brzegowych otrzymano:
1) B+D=0
2) -B+D=0
3) —a?-A-sin(a-L) —a?-B-cos(a-L) + o2-C-sinh(a-L) + a2-D-cosh(a-L) = 0
4) -A-sin(a-L) - B-cos(a-L) + C-sinh(a-L) + a-D-cosh(a-L) =0

Z dwoch pierwszych warunkéw brzegowych wynika, ze:
B=0 oraz D=0

Co wykorzystujemy w rownaniach 3) i 4). Sumowanie rdwnan prowadzi do statej:
C=0

N

a ich odjecie, do zaleznosci:

2-A-sin(a-L) =0

Réwnanie jest spetnione, gdy A=0 lub sin(aL)=0. Funkgja sin(x) ma miejsca zerowe dla
x = kn, czyli:

aL=k-m
a wspdtczynnik:
k-1

2
4 pw
Qa =
E-I
to:
5 ot EI
w =
L4-u
Wobec tego:
2 2
k=- E-I rad
w(k) = — %[22 (1) =27.358.—=
L2 K S
1 1
fo ) 43541
< TT S

Poréwnanie obliczen z wynikiem analizy modalnej w programie MES

Czestotliwosc: 4,39 (Hz)




Zatozono, ze mase skupiong przytozono w polowie rozpietosci belki (x=1/2L)

m
77 P
19

3.1 Wyznaczenie macierzy podatnosci ukfadu:

Wykres momentéw od sity jednostkowej:

Podatnos¢ dynamiczna uktadu:

1
( Mp1-Mpq (—-2.75-2.75-5.5)-2 3
5= — ds 3 3 m
d = -m~ =27.729. —
ZJ 3 3 — ux
3.2 Wyznaczenie skupionej masy zastepczej:
1 E-I
= - = . —_— kN
K 5 0.036 3 k =365.139. —
m m
k 1 1
w(l)=[—= |— ma = ———— =487.839kg
\’ m \/ d-m S-w(l)z
Catkowita masa belki wynosi: M = p-L=990kg

Udziat masowy: % =0.493



Belki badane

Geometria do zweryfikowania bb = 3-cm
hb = 0.8-cm
E = 70-GPa
MWV
k
ub = 2700~
m3
,_ bb-hb’
12
dtugosci przeset belki ciggtej L1 = 0.56-m L2 =0.92-m
Lb =L1+1L2 x =0,0.001-m. Lb
Macierz mas wynikia z rozkladu masy ciagtej
ma
Ma = na =l1] 0.179 0|kg
0 W~L2~hb-bb-ub 2 0| 0.294

Macierz mas wynikia czujnikéw

0.12 0
Ma_czujniki = ( 0 )kg
i/lub podstaw

0.10

Macierz mas sumacyjna Ma = Ma + Ma_czujniki

(5d1, 1-May 1-w? - 1)-A1+ 5d1 2-Map 2-w? Ay=0

Ma=I1] 0.299 0|kg
ol 0.394

5d1 2-May 1-w? Ap+ (Sdz,z-Maz,z-wz - 1)~A2: 0



Belka podparta przegubowo

P ®
L1 |2
m1,ll m2ll
A Y 7N <

M1

o

A > R <

—(x-11)
L2

M1(x) = ||_X1 if x <Ll

+1 if x>L1

1 T T
0.8
0.6

M1(x)
0.4

0.2

0 1 1



Pierwszy kierunek drgan

-x L1 L1
Mpl(x) = | — — if x<—
p1(x) = <3
2
L1
X__
2 L1 L1 | L1
—_————| if X>—
L1 4 4 2
2
0 if x>L1
0 T T
-0.05F _
Mp1(x)
-0.1fF .
~0.15 ' '
0 0.5 1 1.5

Macierz podatnosci Lb
po 511 :J M1(x)-M1(x) dx = 0.493m
0

przemeiszczenia

Lb
Al = J M1(x)-Mp1(x) dx = -0.02 m?
0
A1

X=——=0.04m
511

Mostl(x) = M1(x)-X + Mp1(x)

0.05
0

Mostl(x)
-0.05

0
-0.1
1 1
-0.15
0 0.5 1 1.5

X

Mostl(L—z1 + 0.001~mj =-119.52-mm

Mostl1(L1 + 0.01-m) =39.384-mm



Drugi kierunek drgan

Mp2(x) = |0 if x<L1
—-(x-L1) L2

— if x>L1
L_2 4
2
L2
X—-|Ll+—
gL
L2 4 4
2

) L2
if x>L1+—
2

~0.1F -
Mp2(x)
~0.2F -

~0.3 I I
0 0.5 1 1.5

Lb
A2 = J M1(x)-Mp2(x) dx = —0.053m?
n

-A2
X =——=0.107m
mes11

Most2(x) = M1(x)-X + Mp2(x)

Most2(L1 + 0.001-m) = 106.614-mm

MostZ(Ll + L—22 + 0.01~mj =-172.55-mm



6dy 1 = MOStl(X)E.I:IOStl(X) dx = 31.857-%
.AO '
Lb
5dy 2 = MOStl(X)E'TOStZ(X) dx :—23.469-%
.AO '
Lb
6dp 1 = MOStl(X)E.I:IOStZ(X) dx :—23.469-%
.AO '
Lb
5dy 2 = MOStz(X)E'TOStZ(X) dx = 115.552-%
’0

(5d1, 1-May 1w’ - 1)-A1+ 5d1 2-Map 2-w? Ay=0

5d1 2-May 1-w? Ap+ (Sdz,z-Maz,z-wz - 1)~A2: 0

1

®,= eigenvals(éd-Ma)_o'5 ={1| 358.052

145.525

Problem wiasny dla belki podpartej przegubowo

1
S
fo—t o 1
=>-=[1] s56.986
23.161

-Hz



Belka utwierdzona z jednego konca

o ®

L1 L2

m1i mZ,L
VAT B = I

M1 M2

AN < ’“:) g/D

P1
& N
AN " yaN
P2
I
/S 3% S e
X
M1(x) = I if x<L1
XDy ke
L2
1 T T
0.8 i
M1(x)0'6_ =
0.4 i
0.2 i
0 | |

10



M2(x) = |0 if x<L1
(x-1L1)
L2

if x>L1

M2(x)
0.

0.2

Lb
duy 1 :J M1(x)-M1(x) dx=0.493m
0

Lb
duy 2 = J M1(x)-M2(x) dx=0.153m
0

Lb
dup 1 :J M1(x)-M2(x) dx=0.153m
0

Lb
dup 2 = J M2(x)-M2(x) dx=0.307m
n

Mp1(X) > Mo H
= — | — <_
2
L1
X__
2 L1 L1 . L1
———| if X>—
Lt 4 2
2
0 if x>L1
0 T
- 0.05F
Mp1(x)
-0.1f
-0.15 '



Mp2(x) = 10 if x<L1

(x-L1) L2
(x-L1) L2 e s

L_2 4
2
L2
X—-|Ll+—
gL b .
4

— - if x>L1+—
L2 4 2
2

~0.1F
Mp2(x)
~0.2F

0.3
Lb
ALl :J M1(x)-Mp1(x) dx = —0.02 m?
0

Lb
ALl :J M2(x)-Mp1(x) dx = 0m?
0

-1
A=u ALL=[4 1 g,047|M
-0.024

Most_L1_u(x) = M1(x)-X1 + M2(x)-X2 + Mp1(x)

0.05

0
Most_L1_u(x)

-0.05

-0.1

-0.15
0



Most_L1_u(L1 + 0.001-m) =47.067-mm

L2
Most_Ll_u(Ll + 7 + 0.01~mj =11.017-mm

Most L1 _u(L1l +L2-0.01-m) =-22.803-mm

Lb
AL2; :J M1(x)-Mp2(x) dx = -0.053m?
0

Lb
AL25 = J M2(x)-Mp2(x) dx = -0.053m?
0

-1
N)SV: -5u -AL2 = 1 0.063 m
0.141

Most_L2_u(x) = M1(x)-X1 + M2(x) X2 + Mp2(x)

0.2 T T
0.1
Most_L2_u(x)
0
0
-0.1
-0.2 ' '
0 0.5 1 1.5

Most_L2_u(L1 + 0.001-m) =63.064-mm

Most_L2_u(L1 + L—22 + 0.01~mj =-122.04-mm

Most_L2_u(L1l +L2-0.01-m) =134.92-mm
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sdup 1 - Most_L1_u(x)-Most_L1_u(x) dx = 30'253_?
Js E-J N
~Lb
sduy 2 - Most_L1_u(x)-Most_L2_u(x) dx :_13'903.?
Js E-J N
~Lb
sduz 1 - Most_L2_u(x)-Most_L1_u(x) dx :_13'903.?
Js E-J N
Lb
sduz 2 - Jf Most_L2_u(x)E-I;/Iost_LZ_u(x) dx = 59.078-%

(6du1, 1-May 1-w? - 1)-A1+ 5duj 2-Map 2-w?-Ay=0

5du 2-Maj 1w’ Ap+ (Sduzj 2-May 2-w? - 1)~A2: 0

wu = eigenvals(édu-Ma)

0.5 _

1
1| 362.999| <
201.153

[y

[}

Belka z utwierdzeniem

fu - wu 1
=S L1] 57773
2| 32015

-Hz

Belka bez utwierdzenia

f="1] s6.986

23.161

0| =

14



Belka porownania

f—fu

Zmierzone wielkosci czestotliwosci drgan wlasnych nalezy poréwnac z

obliczonymi

-1.382

-38.226

-%

15



Belka bez utwierdzenia drgania

wymuszone

d11x X1d + 812D Xpq + 81p=0

812D X1d + 8225 Xpg + d2p =10

3cm
= o fom
Ty Ay Tz T
A m4 R my /[
A B C D =
Dane podstawowe:
Masa skupiona na przeslach
1 2
Ma=I"11 0.299 0|kg
0| 0.394
Masa wirujaca Me = 7.36-10" 3-kg
Mimosréd e = 0.01675-m
MWV
_9.81.1
Przyspieszenie ziemskie A= 2o 2
sec
= meo p2| a
0- R=0
- A=A
T - F{ =0
2 - Pt= " Fi,
2w— R=0

16



Dane obliczane:

Przykiadowa czestotliwosc zadana fw =12.5-Hz
2
rad rad
Czestosc kolowa wymuszenia p=2mnfw p=78.54— p2 = 6168.503-(—)
sec sec
Sila wymuszajaca Pg = me-e- p2 Po=0.76-N
Sila ciezkosci Gy =May, 1-9g G;=2.931-N

Gy = Maz 2-g G,=3.863:N

Delty dynamiczne

1 2 mm
0D =dd=/1] 31.857| -23.469| N
2| -23.469| 115.552
5D 5D L
Delty modyfikowane 1,1 =0¥1,1~ >
Y 4 Maj 1-p
1
dD2 2 =48Dp 2 - >
Maz, 2-p
1 2 mm
D= 1] -510.665| -23.469| ‘N
2| -23.469| -296.147

Delty od stanu P AP = Pg-ddy 2 =-0.018-mm

AP = Pg-ddp 2 =0.088-mm

d11x°X1d + 812D Xpg + 81p=0

812D X1d + 8225 Xpg + d2p =10

1
—1
B,=-8D “-AP={411 _g049|N
2| 0.301

17



Belka z utwierdzeniem drgania

wymuszone

Delty dynamiczne

Delty modyfikowane

Delty od stanu P

1 mm
8Du = 8du =[ 4 30.253| -13.903 kN
2 -13.903 59.078
1
dDuy 1 =6Duyp 1 - D)
Mai 1-p
1
dDup 2 = 68Dup 2 - D)
Map 2-p
1 2 mm
oDu=| 4 -512.269 -13.903 kN
2 -13.903| -352.621

APq = Pg-ddug 2 =-0.011-mm

AP = Pg-ddup 2 =0.045-mm

d11x° X1d + 812D Xpg + 31p=0

812D X1d + 8225 Xpg + d2p =0

Bu = -5Du ~-AP=

-0.024|N

0.128

-0.049| N

0.301

18



B - Bu 1 .
5 | 1| 50531] %
57.297
Buy
Przyspieszenia do poréwnan Maj 1 1
(11 zas Dynamiki) ay = 5 =M1 -80.726
uz .
2 325.973
Maz’ 2
B1
Mal, 1 1
ap = B =l 1| -163.186
2
2 763.344
Maz’ 2

Odpowiedz konstrukcji dla dowolnej wiekosci czestotliwosci
Belka podparta przegubowo
czestotlowosc wymuszenia fz=0,0.1-Hz .. 100-Hz

delty zmodyfikowane
1

dell_l(fz) = Sdl’ 1- >
May, 1-(2-w-fz)

1

delz_z(fZ) = Sdz’ 2 — >
Map 2-(2-mw-fz)

wyrazy wolne UR
DP,(fz) = me-e-[(Z-wfz)z}édl,z

DP,(fz) = me-e-[(Z-wfz)z}édz,z

Rozwiazane przy pomocy wyznacznikéw

Wg(fz) = dely 1(fz)-dely »(fz) - 8Dy 2-8D2 1

WB1(fz) = DPy(fz)-del; »(fz) - 8D1 2 -DP,(fz)

WB2(fz) = DP,(fz)-dely 1(fz) - 8D1 2 -DP4(fz)

19



WB1(fz)

BB1(fz) = WB2(fz)
BB2(fz) = ———~
Wg(fz) (fz) Wo (f2)
6><1O3 T T T T
4x10°F .
BB1(fz 3
2x107 .
BB2(fz)
0 L —
—2><103 ] ] ] ]
20 40 60 80 100
fz
1 T T
0.5F _
BB1(fz)
BB2(fz) o
0
—0.5F .
1 | | |
0 20 40 60 80 100
fz
| | | |
100 \__ Wk i
BB1(fz) o1k i
BB2(fz 4
— 1x10 _
0
1x10~ 7 .
1x10~ 10 ] ] ] ]
20 40 60 80 100
fz

20



Znajac czestotlowosc wymuszenia i odpowiedz w dziedznie czestotliwosc
wykonaéporéwnanie wartosci obliczonych z zmierzonych

Tok postepowania-LAB 4

1) Obliczone wartosci czestotliwosci (pierwsza i drugq) odpowiednio dla belki 1 i 2 poréwnad
ze zmierzonymi pokazanymi na transformacie Fouriera (zdjecia - zrzuty ekranow, ktére
Panstwo robili - np Rys.1)

2) Sita bezwladnosci przy wymuszeniu - z wibrogramu (rys.2) po eliminacji czestosci
wiasnych (pkt.1) wybra¢ czetotliwosc wymuszenia, ktéra implementujemy jak p (czestosé
kotowa) do procedury (pkt drgania wymuszone) obliczajac sity bezwtadnosci. Poniewaz
rejestrowaliSmy przyspieszenia w pkt 1 to znjac mase mozemy obliczy¢ site (zgodnie z II zas
Dynamiki Newtona) ktérg poréwnujemy z obliczona.

3) W obu punktach obliczyc btedy.

Rys.1 Problem wiasny belki

21
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Rys.2 Drgania wymuszone silnikiem - tutaj czestotliwosc wymuszenia wynosi okoto 19 Hz
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